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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Настоящая монография посвящена вопросам математического 

моделирования движения небесных тел в Солнечной системе. 
В главе 1 изложены основные сведения о системах координат, из-

мерении   времени,   используемых   для   решения   задач   небесной  
механики. 

В главе 2 даются основные сведения о проблеме изучения движе-
ния небесных тел. Приведены алгоритмы различных методов, исполь-
зуемых для решения задачи Коши. 

В главе 3 рассматриваются дифференциальные уравнения движе-
ния небесных тел с учетом гравитационных и релятивистских эффек-
тов. Приводятся дифференциальные уравнения движения n матери-
альных тел, основанные на новом принципе взаимодействия. 

В главе 4 приведены основные численные методы, применяемые в 
небесной механике для решения прикладных задач.  

Глава 5 посвящена вопросам сходимости и устойчивости числен-
ных методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений. 

В главе 6 рассматриваются источники погрешностей, возникаю-
щие при решении задачи Коши. 

В главе 7 дается понятие жесткой задачи Коши. Рассматриваются 
вопросы устойчивости жестких задач, а также методы их решения. 

В главе 8 проводится анализ эффективности различных численных 
алгоритмов, используемых для вычисления высокоточных координат 
больших планет Луны и Солнца. 

Главы 9 и 10 посвящены исследованию эволюции орбит малых 
тел Солнечной системы. Для астероидов групп Аполлона, Амура, 
Атона рассмотрены вопросы резонансного движения по отношению к 
внутренним планетам. На интервале времени с 1800 по 2204 гг. иссле-
дована эволюция орбит вышеуказанных групп астероидов и коротко-
периодических комет. 

В главе 11 приведены оценки точности проведенных вычислений. 
Авторы считают своим долгом выразить благодарность доктору 

физ.-мат. наук, профессору В.П. Радченко за большую помощь при 
подготовке этого издания. Авторы благодарны кандидату физ.-мат. 
наук Ф.Х. Алтынбаеву, аспиранту В.В. Абрамову, студентам Самар-
ского государственного технического университета С.С. Денисову, 
А.П. Корневу, О.К. Рыбину, Л.А. Соловьеву за активное участие в 
проведении расчетов и составлении программного обеспечения для 
исследования эволюции орбит малых тел Солнечной системы. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Создание быстродействующих электронных вычислительных 

машин привело к бурному развитию математики, а также отдель-

ных ее разделов, которые посвящены методам решения дискретных 

задач. Важное значение приобрели разностные методы решения 

обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Многие явления в природе в макро- и микромире описываются 

однотипными дифференциальными уравнениями. При этом в 

большинстве случаев общее решение этих уравнений не выражает-

ся в квадратурах, т.е. уравнения не имеют аналитического решения. 

Для подобного класса задач возникает необходимость в примене-

нии численных методов, дающих приближенное решение. Среди 

всевозможных методов важную роль играют разностные методы 

решения задачи Коши. Их существенным достоинством является 

простая алгоритмизация и реализация на ЭВМ. 

В предлагаемой книге основным объектом исследования явля-

ется эволюция орбит малых тел Солнечной системы (астероидов 

групп Аполлона, Амура, Атона и короткопериодических комет). 

Разработка, исследование, обоснование адекватности матема-

тической модели движения небесных тел, в частности, больших 

планет и малых тел Солнечной системы, а также совершенствова-

ние методов, алгоритмов, программного обеспечения для ее реали-

зации важны как для развития численных методов решения обык-

новенных дифференциальных уравнений, так и для получения, на-

копления, прогнозирования новых знаний в теоретической и при-

кладной астрономии.  

При исследовании эволюции орбит малых тел Солнечной сис-

темы точность полученных результатов зависит от ряда факторов, 

основными из которых являются: учет в математической модели 

основных действующих сил; точность, устойчивость, сходимость 

применяемого метода численного интегрирования. Все вышепере-

численные факторы не являются окончательно изученными в на-

стоящее время и требуют дальнейшего развития. 

Характерной особенностью современных численных методов, 

применяемых в небесной механике, является высокий порядок ап-

проксимирующих формул. Алгоритмы должны обеспечивать полу-

чение большого количества верных значащих цифр с целью 
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уменьшения ошибок округления. Таким образом, разработка мето-

дов более высокого порядка, по сравнению с существующими ме-

тодами, позволяет увеличить точность, эффективность вычислений 

и расширить интервал интегрирования.  

Вследствие того что основным предметом данного исследова-

ния является изучение движения малых тел Солнечной системы, 

приведем краткие сведения о данных объектах.  

Солнечная система, наряду с Солнцем, большими планетами и 

их спутниками, населена различными телами от мельчайших пы-

линок микронных размеров до тысячекилометровых астероидов. 

Большая часть из известных астероидов находится в главном поясе, 

расположенном между орбитами Марса и Юпитера. Самые круп-

ные из них достигают в поперечнике тысячи километров и имеют 

почти сферическую форму. Астероиды образовались около 4,5 

млрд лет назад, в то же время, когда зарождалась Солнечная систе-

ма. 

Орбиты, по которым движутся астероиды, непрерывно меня-

ются вследствие возмущающего действия больших планет, глав-

ным образом Юпитера. Возмущающее действие Юпитера способ-

ствует их столкновению друг с другом, заставляя астероиды про-

никать во внутренние области планетной системы, или выбрасыва-

ет их за ее пределы. Некоторые из них в результате тесных сбли-

жений с Юпитером могут сближаться с планетами земной группы. 

Около 98% всех астероидов движутся в кольцевом торе, за-

ключенном в интервале от 2,2 до 3,2 астрономических еди-

ниц (а.е.). Эксцентриситеты этих орбит редко превосходят 0,4. На-

клоны орбит к плоскости эклиптики составляют от 5 до 15 граду-

сов. 

В настоящее время известно свыше пяти тысяч астероидов, 

проникающих внутрь орбит Марса и Земли. Такие астероиды при-

нято относить к группам: Аполлона (q<1 a.e.), Амура 

(1 a.e.<q<1,3 a.e.), Атона (a<1 a.e.), где q – перигелийное расстоя-

ние, a – большая полуось.  

К астероидам групп Аполлона, Амура, Атона со стороны мно-

гих исследователей проявляется повышенный интерес в связи с 

решением проблемы астероидной опасности.  

Теория движения астероидов групп Аполлона, Амура, Атона 

значительно сложнее теории движения планет, поскольку эллипти-
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ческие орбиты данных объектов более вытянуты, нежели орбиты 

планет, плоскости орбит значительно наклонены к плоскости эк-

липтики. Кроме того, орбиты астероидов имеют тесные сближения 

с орбитами больших планет, поэтому аналитические теории дви-

жения астероидов не являются точными и для исследования их 

эволюции широко применяются численные методы. 

Следует отметить, что разделение астероидов на группы Апол-

лона, Амура, Атона является весьма условным, так как астероиды в 

процессе своей эволюции могут переходить из одной группы в 

другую. Однако среди астероидов групп Аполлона, Амура, Атона 

имеется отдельная подгруппа объектов, которые представляют по-

тенциальную опасность столкновения с Землей.  

Наряду с астероидами, в Солнечную систему проникают коме-

ты, движение которых, в отличие от астероидов главного пояса, 

происходит по более вытянутым траекториям.  

Кометы на протяжении всей истории исследования небесных 

объектов привлекали внимание астрономов и других ученых. В ча-

стности, история наблюдений кометы Галлея насчитывает более 

двадцати веков. 

При изучении процессов эволюции кометы представляют осо-

бый интерес, так как считается, что они являют собой изначальный 

тип объектов Солнечной системы. Предполагается, что кометы по-

зволят изучить первичное вещество Солнечной системы в сравни-

тельно неизменном состоянии, поскольку они, в отличие от планет, 

не подверглись существенным структурным изменениям в резуль-

тате силы тяжести, тепла и вулканической деятельности. Выдвига-

ются гипотезы, что ядра комет образовались еще до формирования 

планет, около 4,6 млрд лет тому назад.  

Расчеты, выполненные различными исследователями комет, 

показывают, что диаметры кометных ядер составляют от несколь-

ких сотен метров до нескольких десятков километров. Среди гипо-

тез относительно состава ядер, наибольшим признанием пользуется 

гипотеза американского астронома Ф. Уипла [144]. Согласно его 

теории ядро является конгломератом из тугоплавких каменистых 

частиц и замороженных летучих компонент, среди которых вода, 

циановодород, углекислый газ, сульфид углерода и др. Ледяные 

слои из замороженных газов чередуются с пылевыми слоями. При 

приближении кометы к Солнцу лед под действием солнечного теп-
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ла начинает испаряться, а улетучивающийся газ образует вокруг 

ядра диффузную светящуюся сферу, называемую комой, а также 

один или несколько хвостов.  

Элементы орбит комет претерпевают значительные изменения 

при сближениях с планетами. Наиболее заметные изменения про-

исходят при сближении кометы с одной из планет-гигантов. Это 

обстоятельство необходимо учитывать при исследовании вековых 

изменений элементов орбит как в прошлом, так и в будущем. Дан-

ные расчеты позволяют установить, откуда кометные ядра прихо-

дят во внутренние области Солнечной системы, а также прибли-

зиться к решению проблемы происхождения кометных тел. 

Проблема происхождения комет – одна из нерешенных задач 

астрономии. В настоящее время наметились пути ее решения. Со-

вместными усилиями таких выдающихся астрономов, как 

Э.Ю. Эпик, Я.Х. Оорт, Б.Г. Марсден, З. Секанина, Э. Эверхарт, 

К.А. Штейнс, Е.И. Казимирчак-Полонская была доказана реаль-

ность существования на периферии Солнечной системы (на рас-

стоянии 50 000 – 150 000 а.е. от Солнца) неистощимого резервуара 

кометных ядер, который получил название облака Эпика–

Оорта [92]. С открытием за орбитой Нептуна пояса малых тел Уип-

ла–Койпера появилась возможность предположить существование 

в нем реликтового резервуара кометных тел Солнечной системы. 

Предполагая наличие двух подсистем, содержащих кометные тела, 

путем моделирования соударения комет удается объяснить наличие 

периодических и непериодических комет в Солнечной системе. 

Источником поступления непериодических комет считают облако 

Эпика–Оорта, а периодические кометы, возможно, поступают из 

пояса Уипла–Койпера. Для доказательства гипотезы о происхож-

дении комет требуется проведение исследования эволюции их ор-

бит с высокой степенью точности. 

В небесной механике вычисление эволюции орбит комет счи-

тается одной из самых трудных задач, разрешимой только посред-

ством трудоемкого численного интегрирования. Впервые точные 

расчеты орбитальной эволюции на длительных интервалах времени 

были произведены в 60-х годах прошлого столетия Е.И. Казимир-

чак-Полонской [56 – 58], Б.Г. Марсденом, Н.А. Беляевым [12], 

Э. Эверхартом. В настоящее время благодаря стремительному раз-

витию средств вычислительной техники количество работ в этой 
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области существенно возросло. Путем объединения разрозненной 

информации был создан ряд каталогов кометных орбит. 

Первый кометный каталог был составлен Галлеем в 1705 году 

[121]. Он включил в себя 24 параболические орбиты, и в процессе 

работы над каталогом была обнаружена первая короткопериодиче-

ская комета, впоследствии названная именем Галлея. 

В настоящее время наиболее полным и информативным ко-

метным каталогом является каталог Б.Г. Марсдена [132]. Он со-

держит элементы орбит всех известных как периодических, так и 

непериодических комет на моменты прохождения их через периге-

лий.  

В 1986 г. совместными усилиями Института теоретической ас-

трономии Академии наук СССР (г. Ленинград) и Астрономическо-

го института Словацкой Академии наук (г. Братислава) был создан 

международный каталог короткопериодических комет. Эта работа 

содержит сведения о процессах и явлениях, воздействующих на 

орбитальную эволюцию короткопериодических комет. Для всех 

объектов, наблюдавшихся более чем в одном появлении, интегри-

рование выполнено для исходных орбит назад до даты 1800 январь 

25,0 и вперед до даты 2000 январь 17,0. Вычисление орбитальной 

эволюции проводилось квадратурным методом Коуэлла с учетом 

разностей до четвертого порядка. Негравитационные эффекты уч-

тены в 31 случае [13].  

Наряду с каталогом Н.А. Беляева, Л. Кресака и др., содержаще-

го энциклопедическую информацию о 81-ой короткопериодиче-

ской комете, наблюдавшейся более чем в одном появлении, и 47-

ми кометах, наблюдавшихся в одном появлении, следует отметить 

ранее изданные каталоги И. Хасегавы (1968) [122] и А. Карузи 

(1985) [105].  

Более поздний каталог А. Карузи, Л. Кресака и др. [106] со-

держит информацию об орбитальной эволюции короткопериодиче-

ских комет на интервале времени 821,4 г. с 1585 (JD=2300000,5) по 

2406 (JD=2600000,5) гг. для 109 комет, наблюдавшихся более чем в 

одном появлении, и 95 комет, наблюдавшихся в одном появлении. 

Несомненным достоинством данного каталога является использо-

вание более современной, по сравнению с ранними исследования-

ми, теории движения больших планет DE102 при совместном чис-

ленном интегрировании уравнений движения кометы с учетом 
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возмущений от планет и Солнца. Кроме того, список исследуемых 

короткопериодических комет всего за 15 лет пополнился с 81-ой, 

содержащейся в каталоге Н.А. Беляева, Л. Кресака и др., до 109-ти 

в каталоге А. Карузи, Л. Кресака и др.  

В связи с тем, что список вновь открываемых комет растет, а 

также появляются новые наблюдения известных комет, возникает 

потребность в постоянном обновлении каталогов.  

В 2005 г. авторами настоящей монографии составлен каталог 

орбитальной эволюции короткопериодических комет с 1900 по 

2100 гг. [51], содержащий сведения об изменении элементов орбит 

164 короткопериодических комет с шагом 10 лет. Во втором изда-

нии каталога [52], которое вышло из печати в 2007 г., рассматрива-

ется эволюция элементов орбит 190 короткопериодических комет 

на интервале времени с 1800 по 2204 гг.. В каталогах также приве-

дены данные о тесных сближениях комет с большими планетами, 

Луной и Солнцем и графики, иллюстрирующие изменение периге-

лийного расстояния, эксцентриситета, наклонения и долготы пери-

центра. 

В 2007 г. издан каталог орбитальной эволюции астероидов, 

сближающихся с Землей с 1800 по 2204 гг. [48], авторами которого 

являются А.Ф. Заусаев, В.В. Абрамов, С.С. Денисов. В каталоге 

приведена информация об эволюции элементов орбит 291 астерои-

да, сближающегося с Землей на расстоянии менее 0,01 а.е. на ин-

тервале времени с 1800 по 2204 гг. Для их выявления потребова-

лось проведение расчета и анализа эволюции орбит 3823 астерои-

дов, принадлежащих группам Аполлона, Амура, Атона на выше-

указанном интервале времени.  

Следует отметить, что при создании трех последних каталогов 

в качестве математической модели, описывающей движение пла-

нет, Луны и Солнца, использованы дифференциальные уравнения, 

в которых наряду с гравитационными эффектами учтены релятиви-

стские эффекты, обусловленные Солнцем и планетами. Для Луны 

учитывались эффекты от несферичности фигур Луны и Земли, а 

также приливные эффекты и либрация Луны. 

Как показывает всесторонний анализ, проблема астероидной 

опасности, связанная с прогнозированием столкновения крупных 

небесных объектов с Землей и предотвращением катастрофических 

последствий, сложна и далека от окончательного решения. 
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До января 1978 г. было известно только о 48 астероидах групп 

Аполлона, Амура, Атона [80]. По состоянию на конец 2008 года их 

насчитывается свыше 5500. Для успешной работы над решением 

данной проблемы необходимы комплексные исследования как фи-

зических, так и динамических свойств данных объектов. Исследо-

вание эволюции орбит астероидов групп Аполлона, Амура, Атона 

составляет одну из основных задач в решении проблемы астероид-

ной опасности. 

В настоящее время вычислены характерные времена существо-

вания до столкновения с Землей всех «опасных» космических объ-

ектов. Показано, что столкновения небесных тел, подобных Тун-

гусскому метеориту, с Землей происходят несколько чаще, чем 

один раз в сто лет. Столкновения, способные вызвать на Земле гло-

бальную катастрофу типа «ядерной зимы», происходят в среднем 

один раз в несколько сотен тысяч лет. Катастрофы, приводящие к 

смене геологических эпох, происходят в среднем один раз в не-

сколько десятков миллионов лет [8]. 

Вопросы о более точных оценках астероидной опасности свя-

заны с нашими знаниями о движении и эволюционных процессах 

малых тел Солнечной системы, представляющими опасность 

столкновения с Землей. Изучение движения потенциально «опас-

ных» объектов, каталогизация элементов орбит и тесных сближе-

ний с планетами земной группы является важным этапом в реше-

нии проблемы астероидной опасности. Регулярные всесторонние 

исследования потенциально «опасных» объектов позволят предска-

зать столкновение астероида с Землей и заблаговременно принять 

соответствующие меры для предотвращения катастрофы. 
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ГЛАВА 1 

ЭЛЕМЕНТЫ КЛАССИЧЕСКОЙ НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ 

 

При разработке математической модели и программного обес-

печения для решения уравнений движения малых тел Солнечной 

системы наряду с методами решения дифференциальных уравне-

ний используются определенные знания из области теоретической 

астрономии. 

Далее приводятся основные астрономические сведения, такие 

как понятие измерения времени, описание систем координат, а 

также   формулы   связи   элементов   орбит   с   координатами   и   

скоростями. 

Наблюдения небесных тел производится обычно в системе эк-

ваториальных топоцентрических координат – начало координат 

находится на поверхности Земли в пункте наблюдения. Элементы 

орбит малых тел Солнечной системы (комет, астероидов) вычис-

ляются в эклиптической гелиоцентрической системе координат. 

При численном интегрировании уравнений движения, в большин-

стве случаев, используется экваториальная гелиоцентрическая сис-

тема координат. Вследствие этого необходимо использовать фор-

мулы связи между различными системами координат, вычислять 

координаты и скорости объекта по известным элементам орбит, 

решать обратную задачу. 

Для того чтобы проследить движение небесного тела, необхо-

димо знать значения его координат в какой-либо системе отсчета 

на определенные моменты времени. 

Подавляющее большинство координатных систем в астроно-

мии являются сферическими и основываются на понятии небесной 

сферы, в качестве которой выбирается сфера произвольного радиу-

са (обычно условно принимаемого равным единице) с центром, 

совпадающим с началом заданной системы отсчета. В соответствии 

с решаемой задачей используются топоцентрическая, планетоцен-

трическая и другие небесные сферы. Рассмотрим основные систе-

мы координат. 
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1.1.   ЭКЛИПТИЧЕСКАЯ И ЭКВАТОРИАЛЬНАЯ 

ГЕЛИОЦЕНТРИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 

Экваториальная система 

координат. Для данной систе-

мы координат в качестве полю-

са выбирают северный полюс 

мира (Pn), основной круг систе-

мы – небесный экватор. В каче-

стве отсчетной точки фиксиру-

ется точка весеннего равноден-

ствия . Координаты объекта С 

– его склонение  (или полярное 

расстояние p, дополняющее 

склонение до 90) и прямое 

восхождение  (рис. 1.1). В 

другом часто используемом ва-

рианте экваториальной системы 

второй координатой является часовой угол объекта t – двугранный 

угол между плоскостью небесного меридиана и плоскостью, в ко-

торой находится круг склонений (т.е. большой круг, проходящий 

через полюс мира и объект). Часовой угол обычно отсчитывается в 

часовой мере в обе стороны от точки A (от 0 до 12 ч.) [1]. 

Наряду с полярной системой координат существует также 

прямоугольная экваториальная система координат. Она представ-

ляет собой правую тройку векторов, ось x в которой направлена в 

точку весеннего равноденствия, а ось z – в северный полюс мира. 

Прямоугольные и сферические координаты связаны следующими 

соотношениями [1]: 

 

,sin

,sincos

,coscos













z

y

x

 (1.1) 

где  – радиус-вектор. 

Рис. 1.1.  Экваториальная система 

координат 
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Эклиптическая система координат, ее связь с экватори-

альной. В этой системе координат основная плоскость – плоскость 

эклиптики, основная ось отсчета – прямая, проведенная из начала 

координат в точку весеннего равноденствия. Начало эклиптической 

системы координат обычно помещают в центре масс Солнца или в 

центр массы Земли. Координаты объекта – эклиптическая широта  

и эклиптическая долгота , отсчитываемая от точки весеннего рав-

ноденствия . Эклиптическая система удобна при рассмотрении 

движения тел Солнечной системы. 

В эклиптической системе также существует прямоугольная 

система координат. Гелиоцентрические прямоугольные координа-

ты связаны с эклиптическими сферическими координатами форму-

лами: 

 

,sin

,sincos

,coscos







rz

ry

rx







 (1.2) 

где r – радиус-вектор. 

Переход от экваториальной прямоугольной системы координат 

x'y'z' к эклиптической xyz происходит по следующим формулам 

поворота на угол  : 

 

,sincos

,sincos

,





yzz

zyy

xx







 (1.3) 

где  – угол между плоскостями эклиптики и экватора. 

Для обратного перехода существуют следующие формулы: 

 

.sincos

,sincos

,





yzz

zyy

xx







 (1.4) 

Вторым основным требованием после выбора системы коор-

динат, как уже отмечалось выше, является определение времени. 

Практические наблюдения, как правило, представляют данные во 

всемирном времени. Однако при построении математических мо-

делей движения небесных объектов удобно пользоваться непре-

рывной шкалой времяисчисления – юлианскими днями. 
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1.2.   ЭФЕМЕРИДНОЕ, ВСЕМИРНОЕ ВРЕМЯ 

И ЮЛИАНСКИЕ ДНИ 

 

Для измерения времени необходима эталонная единица. Для ее 

получения использовались следующие периодические процессы: 

вращение Земли вокруг своей оси; вращение Земли вокруг Солнца; 

излучение (поглощение) электромагнитных волн атомами или мо-

лекулами   некоторых   веществ   при   определенных   внешних  

условиях. 

Промежуток времени, в течение которого Земля делает один 

оборот вокруг своей оси относительно какого-нибудь ориентира на 

небе, называется сутками. Продолжительность суток будет различ-

ной в зависимости от того, какой ориентир используется в качестве 

точки отсчета. Для этих целей служат: точка весеннего равноденст-

вия; центр видимого диска Солнца; среднее Солнце – фиктивная 

точка, равномерно движущаяся по экватору со средней за год ско-

ростью движения истинного Солнца по эклиптике. 

Определяемые таким образом три разных промежутка времени 

называются соответственно звездными, истинными и средними 

солнечными сутками. 

Истинные солнечные сутки неодинаковы в течение года в силу 

двух причин: 

1) истинное Солнце, отражая вращение Земли по эллиптиче-

ской орбите, движется по эклиптике неравномерно; 

2) наклон эклиптики к экватору приводит к тому, что проекции 

одинаковых отрезков эклиптики на экватор не равномерны между 

собой, и, следовательно, часовой угол Солнца, отсчитываемый по 

экватору, изменяется неравномерно. 

Поэтому для измерения времени стали использовать средние 

солнечные сутки. Местное среднее солнечное время на меридиане 

Гринвича (Великобритания) было названо Всемирным временем и 

обозначено UT (от английского Universal Time). 

Разность между средним и истинным солнечным временем на-

зывается уравнением времени [89]. Четыре раза в году уравнение 

времени бывает равным нулю, а его максимальное и минимальное 

значения равны примерно 15 мин (рис. 1.2). 
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Недостатком солнечного времени является трудность его оп-

ределения из астрономических наблюдений. Солнце имеет боль-

шой видимый диск, что затрудняет отсчет положения его центра. 

Использовать звездное время непосредственно в повседневной 

жизни неудобно, так как вследствие годового движения Земли по 

орбите звездные сутки короче среднесолнечных на Земле на 3 мин. 

56 с. Звездное время и среднесолнечное время быстро расходятся. 

Движение земных меридианов Земли смещает земные мери-

дианы, на которых ведутся наблюдения, и приводит к тому, что 

шкала UT0, получаемая в различных точках Земли, оказывается 

неодинаковой. Поэтому для получения более однородной шкалы 

времени, называемой UT1, в наблюдениях отдельных служб време-

ни вводятся поправки ∆ на движение полюса так, что 

  01 UTUT . (1.5) 

Неравномерность вращения Земли подразделяется на три вида. 

Вековое замедление скорости вращения Земли, изменяющее 

продолжительность суток примерно на 0,002 сек. за столетие. Эта 

величина настолько мала, что обычно не принимается во внимание. 

Сезонная (обусловлена в основном сезонной циркуляцией ат-

мосферы) неравномерность вращения Земли, изменяющая продол-

жительность суток от их среднего за год значения на величину, не-

много меньшую 0,001 с. Учет сезонной неравномерности дает но-

вую шкалу: 

 сезонTUTUT  12 . (1.6) 

Рис.1.2. Уравнение времени 
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Нерегулярные изменения скорости (является результатом дей-

ствия различных факторов, в частности, нестационарных процессов 

внутри Земли), из-за которых продолжительность суток изменяется 

на величину 10
-3

с на интервале от нескольких лет до нескольких 

месяцев. Эти изменения не могут быть прогнозированы заранее и 

почти целиком входят в UT2. 

Учет флуктуации и скорости вращения Земли производится 

путем сравнения теоретических вычислений (эфемеридных) коор-

динат небесных тел с их координатами, полученными из наблюде-

ний. Найденные поправки ∆Te дают возможность ввести шкалу 

эфемеридного времени: 

 TeUTTE  2 , (1.7) 

 являющейся наиболее равномерной астрономической шкалой вре-

мени, получаемой из наблюдений. Время, отсчитываемое по этой 

шкале, называется эфемеридным. Его не следует путать с равно-

мерным эфемеридным временем – математическим понятием, 

употребляемым в формулах небесной механики. Точность опреде-

ления эфемеридного времени по отдельным наблюдениям из-за 

случайных ошибок меньше, чем точность определения UT2, поэто-

му поправку ∆Te вычисляют как среднюю по большому ряду на-

блюдений, обычно за год или за полгода. 

Таким образом, точные значения TE могут быть получены 

лишь по экстраполяции назад. Экстраполяция TE вперед не может 

быть эффективной. 

Если до открытия неравномерности вращения Земли основная 

единица времени – секунда определялась как 1/86400 доля средних 

солнечных суток, то с введением эфемеридного времени в качестве 

его единицы была принята эфемеридная секунда. В 1956 г. Между-

народное бюро мер и весов дало следующее определение секунды: 

«Секунда – есть 1/31556925,9747 доля тропического года для 

1900 г. январь 0, в 12 ч эфемеридного времени». 

Наряду с общепринятой календарной системой счета суток 

широкое применение в астрономии нашла система сплошного сче-

та суток без подразделения на месяцы и годы, предложенная в 

XVI в. Скалигером [89] и названная им юлианской (или юлианским 

периодом). Юлианский период начинается в средний гринический 
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полдень 1 января 4713 г. до н.э. – произвольно выбранный, но 

столь далекий момент, что все исторические даты были после него. 

При помощи юлианского периода решаются часто встречаю-

щиеся в астрономии задачи о числе d суток, прошедших между 

двумя заданными датами t1 и t2 (t1<t2). 

Для этого по таблицам дней юлианского периода находят юли-

анские даты JD(t1) и JD(t2), соответствующие заданным календар-

ным датам t1 и t2, и вычитают более раннюю юлианскую дату JD(t1) 

из JD(t2): 

    12 tJDtJDd  . (1.8) 

При этом необходимо иметь в виду, что юлианские даты сохранили 

свое начало по старому астрономическому счету в гринический 

полдень и после 1925 г., поэтому юлианская дата, соответствующая 

некоторому моменту определенной календарной даты, будет выра-

жена номером юлианского дня, соответствующему гриническому 

полдню этой календарной даты с долей суток, протекших после 

этого полдня. Например, моменту времени (дате) t = 1970 май 

5,725, UT соответствует юлианская дата JD 2440712,255. 

В зависимости от системы измерения времени юлианский день 

может относится как к моментам всемирного времени UT, так и 

моментам эфемеридного времени ET. В последнем случае юлиан-

ская эфемеридная дата JED отличается от юлианской даты JD, вы-

раженной в системе всемирного времени UT, на величину ΔT – по-

правку на эфемеридное время. 

Юлианский эфемеридный день в этом случае представляет 

число эфемеридных суток, прошедших от даты – 4712, январь 1, 

12
h
 до 12

h 
ET времени заданной календарной даты. 

Фундаментальной эпохе ньюкомовых планетных теорий 1900, 

январь 0, 12
h 

ET соответствует юлианская эфемеридная дата JED 

2415020,0. 

В дифференциальных уравнениях небесной механики пользу-

ются именно этим ньюкомовским или эфемеридным временем, так 

как эфемериды небесных тел (т.е. их положения на небесной сфере 

для ряда моментов), полученные на основе решения дифференци-

альных уравнений небесной механики, естественно, даются в ас-

трономических ежегодниках по ньюкомовскому времени. 
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Таким образом, в небесной механике широкое применение по-

лучила непрерывная шкала отсчета времени. Однако в повседнев-

ной жизни все наблюдения относятся, как правило, к обычной ка-

лендарной дате. Поэтому возникает необходимость в алгоритмах, 

позволяющих осуществлять переход от календарной даты к юлиан-

ским дням, а также в алгоритмах решения обратной задачи. 

 
1.3.   АЛГОРИТМ ПЕРЕХОДА ОТ ЮЛИАНСКИХ ДНЕЙ 

К КАЛЕНДАРНОЙ ДАТЕ И РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

 

Приведенный ниже алгоритм вычисления юлианских дней 

учитывает григорианскую реформу календаря, в соответствии с 

которой за 4 октября 1582 г. сразу следует 15 октября. В нем также 

учтено, что перед 1 годом н.э. был нулевой год, а перед ним – 1 и 

т.д. [63, 64]. 

Пусть YY – номер года, MM – номер месяца и DD – число. Если 

MM больше 2, возьмем  

 YYYYy   и MMm  , (1.9) 

в противном случае возьмем  

 1YYYYy  и 12 MMm .  (1.10) 

Если заданная дата наступает позже 14 октября 1582 г. по гри-

горианскому календарю, то, введя функцию int(·), выделяющую 

целую часть числа, найдем  

 









100
int

y
A , 










4
int2

A
AB , (1.11) 

иначе  

 0A , 0B . (1.12) 

Искомая юлианская дата равна  

     )1(6001,30int26,365int myJD  

 5,1720994 BDD . (1.13) 

Обратный переход от юлианских дат осуществляется несколь-

ко сложнее. Предлагаемый метод применим только для положи-

тельных номеров юлианских дней. 
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Пусть JD – заданная юлианская дата. Последовательно вычис-

лим 

 5,0 JDj ,  jZ int ,  jF frac , (1.14) 

где frac(·) – функция, выделяющая дробную часть числа. 

Если Z < 2299161, то положим  

 ZA  , (1.15) 

если Z  2299161, то вычислим  

 

.
4

int1

,
25,36524

25,1867216
int


















 


a
aZA

Z
a

 (1.16) 

Затем находим 

 
 

.
6001,30

int

,25,365int

,
25,365

1,122
int

,1524








 











 




DB
E

CD

B
C

AB

 (1.17) 

День месяца с десятичными знаками равен 

   FEDBDD  6001,30int . (1.18) 

Если E < 13,5, то номер месяца равен 

 1 EMM , (1.19) 

при E > 13,5 — 

 13 EMM . (1.20) 

Номер года при MM > 2,5 равен 

 4716 CYY , (1.21) 

при MM < 2,5 — 

 4715CYY . (1.22) 
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Рис. 1.3. Элементы орбиты 

Таким образом, мы имеем алгоритмы перехода от юлианского 

дня к календарной дате и решения обратной задачи. 

Положение тела в задачах небесной механики и их движение 

на определенные моменты времени задаются либо в прямоуголь-

ных координатах, либо в элементах орбит. 

 

1.4.   ЭЛЕМЕНТЫ ОРБИТЫ И ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ 

КООРДИНАТЫ 

Элементы орбиты – величины, характеризующие положение 

орбиты в пространстве, ее размеры и форму, а также положение 

небесного тела на орбите. 

В случае движения больших планет за основную плоскость 

чаще всего принимают плоскость эклиптики, а за основную точку – 

точку весеннего равноденствия. В этом случае элементы орбит на-

зываются эклиптическими. 

Предположим, что плос-

кость орбиты пересекает небес-

ную сферу по большому кругу 

NAM (рис. 1.3), а радиус-вектор 

до перигелия пересекает небес-

ную сферу в точке A. Тогда 

прямая NON' называется линией 

узлов. Угол , называется дол-

готой восходящего узла. Угол i, 

под которым плоскость орбиты 

пересекает основную плоскость, 

называется наклонением. Угол, 

обозначаемый , называется 

аргументом перигелия. 

Величины , i и  состав-

ляют первую группу элементов орбиты: первые два из них харак-

теризуют положение плоскости орбиты, а третий – ориентацию 

орбиты в этой плоскости. 
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Элементы второй группы характеризуют размеры и форму ор-

биты – эксцентриситет e и большую полуось a или параметр орби-

ты p, которые связаны формулой 

  21 eap  . (1.23) 

Последним, шестым элементом является M – средняя анома-

лия, либо  – момент прохождения через перигелий. 

Элементы орбиты дают более наглядное представление о по-

ложении и эволюции орбиты исследуемого тела в определенный 

момент времени. Для того чтобы иметь возможность использовать 

приведенные в справочниках значения элементов орбит в качестве 

начальных данных для решения небесно-механических задач, а 

также производить сравнение полученных результатов с результа-

тами таблиц, необходимо уметь вычислять прямоугольные коорди-

наты и скорости по известным элементам орбит и знать алгоритмы 

обратного перехода.  

 

 

1.5.   ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТ 

И СКОРОСТЕЙ ПО ЭЛЕМЕНТАМ ОРБИТ 

 

При эллиптическом движении для вычисления прямоугольных 

координат x, y, z по элементам орбит могут служить следующие 

формулы: 

   00 MttnM  , (1.24) 

 ,sin MEeE   (1.25) 
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  u , (1.28) 
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Здесь М – средняя аномалия; 3/ an  , 2k , где k  – постоян-

ная Гаусса; 0t  – начальный момент времени (эпоха), 0M  – средняя 

аномалия в эпоху, Е – эксцентрическая аномалия,   – истинная 

аномалия, u – аргумент широты. 

Радиус-вектор r и прямоугольные координаты x, y, z можно 

также вычислять и по другим формулам, не требующим знания ис-

тинной аномалии  . Эти формулы имеют вид: 

  Eear cos1 , (1.30) 
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
 (1.31) 
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zz

yy

xx

QPz

QPy

QPx

 (1.32) 

Здесь  и  – орбитальные координаты, а направляющие косинусы 

Px, Py, …, Qz определяются через элементы ,  и i следующим об-

разом: 
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 (1.33) 
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 (1.34) 

Для контроля вычислений используют равенства 
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 (1.35) 

Пусть V – скорость, Vr – радиальная скорость, Vn – трансвер-

сальная скорость. Тогда 
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 









ar
V

122  , (1.36) 

 


sine
p

Vr  , (1.37) 

  


cos1 e
p

Vn  . (1.38) 

Дифференцируя по времени формулы (1.29), найдем 
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 (1.39) 

Эти формулы позволяют вычислить проекции скорости на оси ко-

ординат. Для вычисления V имеем формулу 

 2222 zyxV   , (1.40) 

которую можно использовать для контроля. 

Реже встречаются гиперболические и параболические виды 

движения небесных объектов. 

Для вычисления прямоугольных координат x, y, z при гипербо-

лическом движении могут служить следующие формулы: 
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n


 , (1.41) 

   tnHHesh , (1.42) 
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e
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
 , (1.44) 

  u , (1.45) 
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 
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 (1.46) 

Радиус-вектор r и прямоугольные координаты x, y, z можно 

также вычислить и по другим формулам: 

  1ch  Hear , (1.47) 
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 (1.49) 

не требующим знания истинной аномалии  . Здесь  и  – орби-

тальные координаты, а направляющие косинусы Px, Py, …, Qz опре-

деляются по формулам (1.33) и (1.34). 

Для вычисления проекций скорости на координатные оси 

можно воспользоваться формулами (1.37) – (1.39). Скорость V на-

ходится из формулы (1.40), при этом для контроля можно пользо-

ваться интегралом энергии: 

 









ar
V

122  . (1.50) 

При параболическом движении для вычисления прямоуголь-

ных координат x, y, z могут служить следующие формулы: 

 
32q

n


 , (1.51) 

  


 tn
2

tg
3

1

2
tg 3

, (1.52) 

 
2

sec2 qr  , (1.53) 

  u , (1.54) 
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 (1.55) 

здесь 2/pq  . 

Кубическое уравнение (1.52), называемое иногда уравнением 

Баркера, всегда имеет единственный действительный корень [1]. 

Вместо (1.52) – (1.55) можно воспользоваться следующими 

формулами: 

    tn3

3

1
, (1.56) 

  21  qr , (1.57) 

  21   q , qn 2 , (1.58) 
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QPz

QPy

QPx

 (1.59) 

где  и  – орбитальные координаты, 
2


 tg , а Px, Py, …, Qz опре-

деляются по формулам (1.33) и (1.34). 

Для вычисления проекций скорости на координатные оси 

можно воспользоваться формулами (1.37) – (1.39). 

Для вычисления скорости V могут служить формулы: 

 ,222222
nr VVzyxV    

 .
22

r
V


  (1.60) 

Последней формулой следует воспользоваться для контроля. 

Для решения обратной задачи и получения элементов орбит по 

известным координатам можно воспользоваться нижеследующим 

алгоритмом   вычисления   элементов   орбиты   по   положению   и 

скорости.  
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1.6.  ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТЫ  

ПО ПОЛОЖЕНИЮ И СКОРОСТИ 
 

Пусть известны в начальный момент t0 прямоугольные эквато-

риальные координаты x0, y0, z0 и компоненты скорости 000 ,, zyx   

небесного тела. Изложим алгоритм вычисления элементов невоз-

мущенной орбиты, соответствующих этим значениям [1]. 

Вычисляется величина 

 
2

2
0

0

21

k

V

ra
 , (1.61) 

где 

 2
0

2
0

2
00 zyxr  , 2

0
2
0

2
0

2
0 zyxV   . (1.62) 

Положительному значению выражения, стоящего в (1.61) под 

знаком модуля, соответствует эллиптическая, отрицательному – 

гиперболическая и нулевому значению – параболическая орбиты. 

В случае эллиптической орбиты вычисляются эксцентриситет e 

и эксцентрическая аномалия 0E  на момент 0t  из соотношений 

 
ak

rr
Ee 00

0sin


 , 
a

r
Ee 0

0 1cos  , (1.63) 

где 00000000 zzyyxxrr   . 

Затем с помощью уравнения Кеплера 

 000 sin EeEM   (1.64) 

вычисляется средняя аномалия в эпоху t0. 

В случае гиперболической орбиты формулы для вычисления 

эксцентриситета, аналога эксцентрической аномалии H0, и момента 

 прохождения через перигелий следующие: 
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He 00
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 , 1ch 0 
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r
He , (1.65) 

 )(sh 000
2
3




tkaHHe . (1.66) 
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В случае параболической орбиты достаточно вычислить пара-

метр орбиты p и момент  прохождения через перигелий. Формулы 

для вычислений будут иметь следующий вид: 
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t , (1.67) 

где 
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
 , 00000000 zzyyxxrr   . (1.68) 

Из соотношений  
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 (1.69) 

находятся элементы i' и ', отнесенные к экватору, а также пара-

метр p. В случае параболической орбиты это значение p должно 

совпадать с тем, которое находится согласно (1.67). В случае эл-

липтической или гиперболической орбит следует для контроля 

проверить соотношения 

  21 eap  ,  12  eap , (1.70) 

используя найденные значения a и e. 

Экваториальный элемент ' находится по формулам 
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rrp
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
,(1.71) 

причем числители и знаменатели выписанных формул имеют знаки 

синуса и косинуса углов 0 , 0u  соответственно. 

Переход к эклиптическим элементам выполняется по следую-

щим формулам: 
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 (1.72) 

Все вышеперечисленные алгоритмы являются вспомогатель-

ным инструментом при решении основной задачи – задачи по-

строения математической модели движения малых тел Солнечной 

системы.  


